Statistische Beurteilung in der Schule - was und wie

Manfred Borovenik, Klagenfurt

Kurzfassung: Die Beurteilende Statistik beschiftigt sich mit Methoden der Verallgemeinerung von
unvollstandiger Information auf groBere Gesamtheiten und deren Rechtfertigung. Die Fragestel-
lung wird ausfihrlich dargestellt. Dabei wird die Bedeutung der zufilligen Auswahl hervorgekehrt.
Fir die Losung der Verallgemeinerung gibt es ganz unterschiedliche Ansatze; auf die Schulen der
klassischen Statistiker, der Bayesiancr und der Exploratorischen Datenanalyse wird naher einge-
gangen. Es wird gezeigt, worin sich die Ansitze unterscheiden und worin ihre relativen Meriten
und Nachteile liegen. Nicht-parametrische Methoden siedeln inncrhalb der klassischen Methoden
an, versuchen aber den Gehalt an Voraussetzungen zu minimieren und sind deshalb universeller
cinsetzbar. Insbesondere die in jingerer Zeit entwickelten Resampling-Verfahren werden die
Statistik der Zukunft vollig umgestalten. Die Erorterungen bilden einen breiteren Hintergrund, vor
dem curriculare Entscheidungen zu treffen sind.

1 Grundlegendes

In diesem Abschnitt wird das grundsatzliche Problem dargestellt, das in der Beurteilenden Statistik
behandelt wird. Es geht um die Verallgemeinerung von eingeschrankter Information. Dabei spielt
eine sehr wichtige Rolle, wie man zur Information, i.e. den Daten, gekommen ist. Nur wenn man
iiber den ProzeB, der die Daten “erzeugt”, genug weill, insbesondere, daf3 er den Regeln des
Zufalls entspricht, kann man die Verallgemeinerung von Information durch statistische Schiisse
rechtfertigen. AnschlieBend wird die Spezifizierung der Fragestellung auf zwei der wichtigsten
Kategorien angesprochen, namlich die Hochrechnung von Anteilen aus einer beobachteten
Teilmenge auf die sogenannte Grundgesamtheit sowie die Schitzung von Mittelwerten einer
Grundgesamtheit mit Hilfe von Mittelwerten aus Daten.

a) Das Problem

Die Problemstellung in der Beurteilenden Statistik unterscheidet sich grundsitzlich von der in der
Wahrscheinlichkeitstheorie, wo aus bekannten Wahrscheinlichkeiten oder Verteilungen neue
Wahrscheinlichkeiten berechnet werden. In der Beurteilenden Statistik werden diese Berechnungen
wohl zu Hilfe g genommen, jedech wird der Realitat nicht nur eine Verteilung als Modell aufgeprigt,
sondern i.a. eine Klasse von Verteilungen. Mit Hilfe von Berechnungen aus der ‘Wahrscheinlich-
keitstheorie werden Szenarien fur die Realitat entwickelt. Je glaubwurdiger ein solches Szenarium,
umso plausibler das dahinter stechende Modell, ist ein Schliissel zur Bewertung dieser Modeile.

s Stichproden und “Grundgesamtheit”

Man verfugt lediglich tiber unvollstindige Information,

- iiber eine {endliche) Grundgesamtheit, man hat nur cine Teilmenge davon, eine sogenannte
Stichprobe, untersucht,

- iiber einen “Prozef} des Entstehens von Ereignissen” - man hat ihn nur eine Zeit lang
beabachtet, auch hier bezeichnet man die Beobachtungen als Stichprobe.

Wie kann man diese Information auf die “Grundgesamtheit” verallgemeinern, ist die Kernfrage.
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Abb. 1: Schematische Darstellung des statistischen Grundproblems: Veraligemeinern der verfilgbarcn Information auf
cine grofiere Einheit.

Damit ein Transfer des Wissens tiber die Teilmenge glaubwiirdig und zuverlissig wird, benotigt
man fiktive Sichtweisen fir die Grundgesamtheit G und Annahmen, wie daraus die Information
iiber S entstehen konnte. Hypothetisches Denken also, was wire wenn, wie wiirde sich das und
das entwickeln, wenn. Man denkt sich also verschiedene Szenarien aus fur G und dafiir, wie die
Information entstehen konnte. Daraus bezieht man dann einen zahlenmiBigen Transfer der
Information von S auf G und dessen Rechtfertigung.

. Das Umkehrproblem

Das Szenario fur die Grundgesamtheit und dafiir, wie die Information auf S entstanden sein
konnte, wird mit Hilfe von Wahrscheinlichkeiten beschrieben. Wahrscheinlichkeit ist jedoch nur ein
Hilfsbegriff in der Gesamtiiberlegung. Am besten vergleicht man den Typ der Fragestellung in der
Wahrscheinlichkeitstheorie und in der Statistik direkt miteinander.

Wahrscheinlichkeitstheorie

G bekannt - Daten?

Statistik

G unbekannt - Daten: 0,1,0,0,1,...

Abb.2:  Yergleich der Typen von Fragen in Wahrscheinlichketsrechnung und Statistik <nhand zines einfachen
Clitcksradss.

\m einfachsten kann man die unterschiedliche Art der Fragestellung an Gliicksridern erldutern. In
Jer Wahrscheinlichkeitstheorie ist das Gliicksrad bekannt (egal zunichst auch, was Wabhrschein-
ichkeit bedeutet und wie man zu numerischen Werten fiir Wahrscheinlichkeiten kommt). Welche
Daten wird man erhalten? Diese Frage kann man fiir Einzeldaten nur mit wenig Zuverldssigkeit
beantworten, bezieht man sie jedoch auf Anzahl der Ereignisse “1" oder deren Anteil an einer
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aanzen Serie, so gibt die Binomialverteilung (mit n als Lange der Serie und p als Anteil des
Sektors mit “1") die Antwort. Gleichzeitig wird aus dieser Verteilung ersichtlich: sie ist eingipfelig
und (fir den Anteil, nicht die Anzahl der Einscn) eng konzentriert um wenige Werte (dicse
‘Conzentration nimmt noch mit der Linge der Serie zu). Man kann also einen engen Bereich fiir
Jen cmpirischen Anteil angeben, in den bei mehrfacher Drehung des Glucksrades der Anteil der
Einsen mit hoher (vorgegebener) Wahrscheinlichkeit hineinfallen wird. Mit einer Metapher aus der
MeBtechnik konnte man sagen, dafl die Wiederholstreuung der MeBwerte (i.e. die empirischen
Anteile) fur den (hier bekannten) Anteil p am Glicksrad sehr klein ist. Das bedeutet, es handelt
sich um cine zuverldssige “Messung”.

In der Statistik dreht man nun das Gliicksrad um, der Beobachter sieht nicht mehr die Aufteilung
des Rades in Sektoren, ihm wird nur mehr mitgeteilt, daB es sich um die Sektoren mit einer 1 und
mit einer 0 handelt. Im folgenden wird das Gliscksrad mehrfach gedreht und die Ergebnisse werden
mitgeteilt - der Prozef des Entstehens von Ereignissen wird nur cine Zeit lang beobachtet. Es sind
Aussagen iiber die Grundgesamtheit, also iiber die Aufteilung des Glicksrades in die beiden
Sektoren, zu machen. Jetzt kommt die Metapher aus der MeBtechnik voll zum Tragen, denn jetzt
“miBt” man einen unbekannten Anteil p und vom MeBverfahren ist (durch Studium der Wahr-
scheinlichkeitstheorie) schon bekannt, dall es cine kleine Wiederholstreuung hat, dic zudem noch
mit groferem Stichprobenumfang kleiner wird.

b) Der Prozep, der die Daten erzeugt

Das Gliicksrad zeigt, wie man zu den Daten gelangt, namlich mit Hilfe des Zufalls. Im folgenden
wird ein Beispiel gegeben, wie wenig eine Ubertragung von Information von einer Teilmenge
sinnvoll und gerechtfertigt ist, wenn die Datengewinnung nicht “kontrolliert” wird, wenn also
dabei andere Mechanismen als der Zufall am Werk sind, die dann mit der Fragestellung interferie-
ren und eine Verzerrung des Antwortverhalten nach sich ziehen. Sodann wird fur die Gliicksrider
die Konsequenz aus dem Zufall, wie dadurch bedingt Daten entstehen, untersucht. Dabei wird
auch die typische Denkweise erldutert, die da lautet: Eines der moglichen Modelle (eine konkrete
Verteilung) fiir die Erzeugung der Daten wird danach beurteilt, ob die Daten, die man schon hat,
unter diesem Modell eine kleine oder groBBe Wahrscheinlichkeit besitzen. SchlieBlich wird mit Hilfe
der Gliicksriader ein Bild entworfen, wie man sich den Proze8, der die Daten erzeugt, zu denken
hat. Insbesondere wird dabei klar, welche Rolle der Zufall spielt, wenn man von einer Stichprobe
spricht. Stichproben sind insbesondere keine beliebigen Teilmengen der Grundmenge; nur im Fall
von kontrollierten Stichproben sind Transfers von Wissen iber die Stichprobe auf die Grund-
gesamtheit durch Methoden der Beurteilenden Statistik gerechtfertigt, in anderen Fillen sind
solche Transfers oft reine Spekulation.

’ Datengewinnung nicht kontrofliert

Hierzu soll ein cinfaches Beispicl gentgen, das autzeigt, wie stark verzerrt die Verhaltnisse in der
satersuchten Teilmenge sein konnen, wenn man den Mechanismus zur Auswahl der Objekte (der
hefragten Personen 2.B.) nicht von deren Eigenschaften (dem Antwortverhalten z.8.) sauber
tvennt. Der Zufall soll dies und nichts andercs leisten.

Beispiel: (n der Xolumne von Lynn Anders in siner US-Zeitschrift wurde die Frage erortert, ob
‘amand seinen Partner wieder heiraten wiirde. *Wiirden Sie heute [hren Partier wieder heiraten?”
war die n die Leser gestellte Frage und die Antworten sollten zu den Erdrterungen inen 2mpiri-
schen Beleg licfern, wie die Dinge wirklich liegen. Yon den 15 600 (1) Antworten lauteten 70% (1)
auf “nein”. Kar war hier cin Selektionsbias (vine Verzernung) wirksam; jene, die sich von dem
Thema nicht besonders angesprochen fizhlten, hatten gar keinen Grund wu antworten, wihrend
wieder andere, Jie etwa mit ihrem Partner sehr unzufrieden waren, hier cine Moglichkeit sahen,
dies zw artikulieren. Die Grundgesamtheit 148t sich also in zwei Schichten cintzilen, jene die
antworten (A) und jene die nicht antworten auf diese Frage ( A). Die folgende Abbildung zeigt
schematisch das unterschiedliche Antwortverhalten.
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Abb. 3: Verteilung der Antwort “nein” in den zwei Schichten von Personen, die antworten und die nicht antwoiten -
Mittlerer Anteil von “nein” als gewogener Mittelwert.

Eine kontrollierte Studie spiter, in welcher die befragten Personen durch das Zufallsprinzip
wwsgewihit wurden, in welcher also die Schichten A und A im richtigen Verhiltnis vertreten
waren, ¢rgab dann auch tatsichlich ein Quote von 10% fiir dic Antwort “nein”. Das Beispiel macht
deutlich, daf noch so viele Daten keinen Anspruch auf Verallgemeinerung haben, hier sind es z.B.
15 000. Es ist viel wichtiger, daB die Daten durch den Zufall (wie schwierig das auch sein mag)
gewonnen werden; dieser Zufall trennt i.a. die Aufnahme in die Stichprobe und das Antwort-
verhalten der Aufgenommenen und Nicht-Aufgenommenen.
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#= wenn Zufall die Daten erzeugt

Abb.4:  Schematische Darstellung des statistischen Schlusses von ciner Stichprobe S auf die Grundgesamtheit G - der
Schiuf} ist nur gerechtfertigt, wenn der Zufall die Daten erzeugt.

Die meisten Fehlurteile liegen gar nicht in der Schwierigkeit der statistischen Verfahren, sondern
weit vorher, nimlich in der schlechten Kontrolle der Gewinnung der Daten. Aus verzerrten Daten
iann man alles “beweisen” und dann Laien noch mit grofien Stichprobenumfingen beeindrucken -
“15 000 Personen liigen nicht!” Hier zeigt sich, daBl noch so viele Daten wertlos sind, wenn ihre
Gewinnung nicht kontrolliert ist. Die meisten statistischen Flops sind gar nicht durch falsche
“lzthoden in der Analyse verursacht, sondern durch mangelnde Kentrolle der Datengewinnung,
“ian hat sinfach irgendwelche “confounders” ¥ibersehen, diese tben nber cinen starken Einflu awf
i Gewionung der Daten aus. Nur slurch sine wohliiberlegte Systemanalyse kann man frithzeitiy
wf soiche “confounders™ korimen und sie im Stichprobenplan zecignet jusschalten,

Dtgngewinng durch Zufall sondrofliert

“Via iran e Gewinnung von Daten durch Zufall kontrolliert und welche Auswirkung das aut'das
Tatsteben der Caten hat, ist im Fall stetiger Verteilungen fir 2in Merkmal mathematisch recht
Lsprucisvoll. Man kann die Dinge aber am Spezialfall von Anteilen sehr gut itlustrieren. Dabei
Sondtint man aur das Hilfsmittel der Binomialverteilung. Wieder !assen sich die Dinge mit dem
Thiteksind schén veranschaulichen. Man geht davon aus, dal eine bekannte Omindgesamthert
yorhanden ist, man studiert dann unter den Regeln des Zufalls, wie sich Stichproben zntwickeln.
In der Metapher der MeBtechnik, man studiert die Wiederholstreuung des “MeBverfahrens” im
Labor, o man die “wahren” Groflen kennt,

Fiir die Grundgesamtheit sei der Anteil eines Merkmals mit 1/6 vorausgesetzt. Man kann den
Prozel der Auswahl von Personen und damit der Gewinnung der Daten durch die n-fache Dre-




Abb. 5 Glacksrad mit Scktoren O und 1 - | steht fur das Vorhandensein des Merkmals, O fir dessen Fehlen - cine
Stichprobe vem Umfang [00 entsteht durch 100faches Drehen des Glacksrades.

Neben den Konkreten Daten:x,, x,, ..., X190 at man sich Gedanken zu machen aber die Ent-
stehung dicser x,. Dies wird Gblicherweise in Form von Wahrscheinlichkeiten bzw. einer Zufalls-
vanablen gemacht; im konkreten Fall ist diese eine Alternativverteilung it dem Parameter p = 1/6.
fir die Entstehung der Summe x; + x, + ... + x,, hat man dann nach Sitzen aus der Wahr-

scheinlichkeitstheorie cine Binomialverteilung mit den Parametern n=100 und p=1/6. Dic Ent-

' X, H Xt F X . L
stehung der Anteille 4 = + hat man nur die entsprechende Binomialver-

100
tellung auf das Intervall [0, 1] zu stauchen. Die folgende Abbildung zeigt die Binomialverteilung

mit den Paramtern n=100 und p=1/6, gestaucht auf dieses Intervall.

10 20 '

Abb. 6: Auf'das Intervall {0, 1] gestauchte Binomialverteilung mit n=100 und p=1/6. So modellicrt man den Prozef des
Entstchens von Daten unter Zafall und der Annahme p=1/6 fiir die Grundgesamtheit - Extreme Bereiche sind
markiert,

Zinostatistiseher SchluB basiert sun auf der Aanahme inehrerer Verteilungen fir Jdie Grund-
sesamthelt; hier siad os alle Alternativverizilungen mit p aus {0, 1] Fiir ein konkretes p, 2.8,
37 LG, studicrt man e {theoretische) Vertutlung des Prozesses der Entstehung der Daten, das sind
e Sicnprobenanieile i Fir diese Vucteiling warkiert man sich cinen Extrembereich, der unter
o =1 sehr unwabrscheinlich Bty wobel andere "Werte fur p diesen Sxtrembereich mit entsprechend
GBerer Wahrsehetnlichkeit ausstatten witrden. Der SchiuB liegt nahe, Hir Daten, die in den
cadrembereich fir =176 Dllen, diesen Wert Hir die Grundgesamtheit auszuschlicBen, weil die
aen it p=1/6 “oicht vertriglich” sind, Oer SchiuB birgt sin statistisches Risiko mit sich (es
“onnte ja auch chwas Ungewdhnliches passiert sein) und basiert auf dem Zufall, mit dem die Daten
satstaaden sind. Der Mormalbereich st in dem Beispiel (0,092, 0,241); alle Stichprobenanteile
Jarunter oder dartber sviirden daher in den Extrembereich und somit zur Ablehnung des moglichen
‘Wertes 1/6 fr p fubren. Die Uberlegung kann man mit speziellen Werten von p oder mit allen
“Werten vonrp durchfiihren. Ersteres Hihrt zumn statistischen Test, letzteres zu statistischen Ver-
trauensintervallen.




. Stichprobe

Der Begriff Stichprobe ist fur die Rechtfertigung des Transfers von Daten auf die zugrunde
liegende Grundgesamtheit grundlegend, jedoch in seiner Allgemeinheit von technisch-mathemati-
schen Feinheiten gekennzeichnet. Dennoch ist wichtig, eine Idee davon zu bekommen. Diese Idee
wird hier an Gliicksriadern entwickelt.

X X, X,

Abb. 7: Grundgesamtheit als Glocksrad, die Entstchung einzelner Daten als Kopicn desselben Glocksrades, das
“unabhangig” voneinander wiederholt gedreht wird.

Die Grundgesamtheit, symbolisch X wird durch cine Verteilung modelliert, die voribergehend
(fiktiv) als bekannt vorausgesetzt wird. Im Fall der Gliicksrader ist dies eine Alternativverteilung,
allgemeiner konnte es eine Normalverteilung oder irgendeine stetige Verteilung sein. Die Ent-
stehung des i-ten Datums X, wird ¢benso durch dieselbe Verteilung modelliert: X ~ X. Man
spricht plakativer von einer “Xopie” von X. (Die GroBbuchstaben deuten an, daB} es nicht um
konkrete Daten sondern um die Entstehung dieser Daten geht, also um Zufallsvariable.) Diese
Kopien sind “unabhangig”, im Fall der Gliicksrider heiBt das, sie werden eigenstindig gedreht, die
Zwischenergebnisse sind ohne Einflu (im kausalen Sinne) und ohne Informationswert (im Sinne
ciner Anderung der Verteilung, weil andere Ergebnisse nun bekannt sind). Wenn die Entstehung
der Daten diesem Bild geniigt, so spricht der Statistiker von einer Stichprobe. Die Bezeichnung
Zufallsstichprobe ist redundant, denn Stichprobe bedingt bereits, da der Zufall im Spiel war.
Anders geartete Teilmengen, iber die man Information hat, sollten nicht mit Stichprobe tituliert
werden.
. + + ..+
S X = T T G
n

Ahb, R: “chematischer Transter von der Stichprobe auf die Grundgesamtheit.

Vit Hilfe der Wahrscheinlichkeitstheorie kann man dann aus den bekannten Verteilungen fur die
.ten Daten X, und der Unabhiingigkit cine weitere Verteilung fiir die Summe der Daten sowie fir
{en Mittelwert der Daten ableiten. Mit Hilfe dieser Verteilung kann man fiir jeden konkreten Wert
Jes theoratischen Mittelwerts p der Grundgesamtheit solche Extrembereiche wie oben berechnen
und prizfen, cb ein vorhandener empirischer Mittelwerte mit ¢inem speziellen Wert {ir die Grund-
sesamtheit vertriglich ist oder nicht. Die Berechnung der Verteilung ist wieder nur dann zinfach,
wvenn man Anteile schitzen will, fir stetige Verteilungen muB man die Ergebnisse einfach mitteilen
oder durch Simulation illustrieren. Wieder ist festzuhalten, daB die Daten nur dann fir die Ver-
triglichkeitspriifung geeignet sind, wenn sie aus einer Stichprobe stammen, d.h. wenn sie durch
Zufall erzeugt wurden.




c) Problemtyp: Anteile

Im folgenden wird das Problem behandelt, wie man einen unbekannten Anteil in einer Grund-
gesamtheit durch den Anteil in einer Stichprobe schitzt. Die Grundgesamtheit kann wieder durch
ein Gliicksrad modelliert werden, der ProzeB des Entstehens von Daten durch die wiederholte
Drehung desselben. Einsen stehen dabei fisr “Merkmal vorhanden”, Nullen fir “Merkmal nicht
vorhanden”, die Summe der Daten ist dann die Anzahl der Objekte mit dem Merkmal, der Anteil
der Daten entspricht dem Anteil an Objekten in der Stichprobe mit dem Merkmal. Dieser Anteil
wird als Schitzwert flir den i.a. unbekannten Anteil p des Merkmals in der Grundgesamtheit
genommen.

Die folgende Abbildung zeigt nun, wie der ProzeB der Entstehung der Daten sich auswirkt, wenn
drei spezielle Werte fiir den unbekannten Anteil p unterstellt werden. Die Entstehung der Summe
der Daten wird durch eine entsprechende Binomialverteilung modelliert, fiir die Anteile wird diese
Verteilung auf das Intervall [0, 1] gestaucht. Unabhingig von dem speziellen Wert fur p gilt: Die
Verteilungen fur die Entstehung des Anteils in Stichproben hat einen Erwartungswert p und eine
Varianz p(l-p)/n. Dies bedeutet in der Metapher des Messens einer unbekannten GroBBe p, da3
der Mef3proze} (wiederholte unabhingige und zufillige Daten und Anteilsbildung) richtig zentriert
ist (man mif3t tatsdachlich, was zu messen ist) und daf3 die Wiederholstreuung mit zunechmender
Serie von Daten kleiner wird. Es ist der Zufall, der diese Aussagen, insbesondere liber die Wie-
derholgenauigkeit berechenbar macht. In diesem Sinn spricht man von statistischer Information
iiber p, welche dann in Form statistischer Tests oder Vertrauensintervalle nutzbar gemacht werden
kann.

Abb. 9:  Indem"Zeilen” der Fig, stchen die Grundgesamtheiten sowic die entsprechende Verteilung der Entwicklung
der Anteile in Stichproben fur n=1 (entspricht der Grundgesamtheit) sowie fur einen kleinen und einen groflen
Stichprobenumfang. In den Spalten steht diese Entwicklung fir einen speziellen Wert fir den Anteil p.
Unabhingig von p zeigt sich: die statistische Information ist richtig zentriert und wird mit groferer Serie von
Daten-besser, weil dic Wiederholstreuung abnimmt.




d) Problemtyp: Mittelwerte

Im folgenden wird der zweite Grundtyp von Problemen statistischer Schlufolgerungen behandelt,
¢s geht um die Ubertragung von Mittelwerten aus Stichproben auf Grundgesamtheiten. Die
Grundgesamtheit X wird durch eine Normalverteilung modelliert, iblicherweise wird die Varianz
o? dieser als bekannt vorausgesetzt, nur um den Mittelwert geht es, der ist unbekannt und heibBt
nun als Parameter ciner Wahrscheinlichkeitsverteilung Erwartungswert; er sei mit p bezeichnet.
Der ProzeB des Entstehens von Daten fihrt hier zu ciner Folge von Normalverteilungen und
schlicBlich (iiber Sitze aus der Wahrscheinlichkeitstheorie) zu einer Normalverteilung fur die

Entstehung der Mittelwerte X. Die letztere hat genau denselben Erwartungswert und die viel
kleinere Stichprobenvarianz ¢*n (die mit dem Faktor 1/n abnimmt, n die Zahl der Daten).

Folgende, schon mehrfach verwendete Metapher aus der MeBtechnik ist hier hilfreich: Eine
bestimmte physikalische Grofe p ist zu messen. Die Verteilung der moglichen MeBwerte mit
zinem bestimmten MeBgerit ist eine Normalverteilung mit eben diesem Erwartungswert u und
einer geritespezifischen Streuung o, je groBer , umso mehr werden sich aufeinanderfolgende
MeBwerte im Durchschnitt unterscheiden, man spricht von kleiner oder groer Wiederholstreuung
oder umgekehrt von groBer oder kleiner Wiederholgenauigkeit. Man kann nun ein teureres Gerit
anschaffen, das eine groBere Wiederholgenauigkeit hat, oder man kann sorgfaltige, unabhangige
() Messungen mit dem einen Gerat durchfiihren und den Mittelwert x der MeBserie
X;, Xy, -, X, als neuen Meflwert angeben. Schreibt man GroBbuchstaben, um anzudeuten, daf3
es sich um den ProzeB des Entstehens von MeBwerten handelt, so erhilt man die Aussage, dafl
dieser MeBprozef richtig zentriert ist und daB sich die Prézision im Sinne der Wiederholgenau-

igkeit mito/y/n verringert. Man kann also ein teureres, préziseres MeBinstrument durch wiederhol-
te, unabhingige Messungen simulieren.

Die folgende Abbildung 10 zeigt nun, wie der ProzeB des Entstehens der Daten sich auswirkt,
wenn drei spezielle Werte fiir den unbekannten Erwartungswert p unterstellt werden. Die Ent-
stehung der Mittelwerte der Daten wird zu einer entsprechenden Normalverteilung (nach Sitzen
der Wahrscheinlichkeitstheorie), wenn die Grundgesamtheit (i.e. die Einzelmessung) als normal-
verteilt modelliert wird. Unabhéingig vom speziellen Wert fir p gilt: Die Verteilung des Entstehens
der Mittelwerte hat einen Erwartungswert p und eine Varianz 0%/n. Dies bedeutet, das MeB-
verfahren ist richtig zentriert (ohne systematischen Fehler) und die Wiederholstreuung wird
geringer, weshalb es Sinn macht, mehrere Messungen durchzuftihren. Es ist wieder der Zufall und
die Unabhingigkeit, welche diese Aussagen, insbesondere iber die Wiederholgenauigkeit bere-
chenbar machen. In diesem Sinn spricht man von statistischer Information tber . Fur statistische
Methoden muB man noch Extrembereiche in der Verteilung bestimmen und den Vergleich von
Mittelwerten 1us Daten it den theoretischen Werten u iber die Grundgesamtheit ‘m Sinne der
Y artriglichkeit durchfithren. Meben der Genauigkeit muB man also auch noch cin Risiko von
statistischen Aussagen beachten.

(1anz besonders wichtig ist nun Jer Umstand, daf die Voraussetzung der Normalverteilung fir die
Grundgesamtheit, i.¢. die Einzelmessung fallen gelassen werden kann. Die Bedingungen an die
Zatstehung der Daten sind, wie immer fiir Stichproben, dieselbe Verteilung fiir jedes Datum und
tie Unabhiingigkeit der Entstehung der Daten, insbesondere muB die Varianz a* fur die Grund-
zesamtheit existieren (eine mathematische Feinheit). Dann ist die Verteilung der Entstehung der
Mittelwerte immer idhnlicher einer Normalverteilung (genauer: ihre Standardisierung konvergiert
segen die (0, 1)-Normalverteilung), das ist Inhalt des Zentralen Grenzverteilungssatzes. Die
Verteilung der Grundgesamtheit kann also, wie im Fall der Gliicksrader, auch eine Alternativver-
teilung sein, und dennoch werden Mittelwerte (Anteile sind spezielle Mittelwerte) annihernd
normalverteilt. Das erleichtert die Berechnung extremer Bereiche und die daran geknipften
statistischen Methoden wesentlich und verbreitet die Anwendungsméglichkeiten dieser Methoden
enorm.

S




|
|
i

Xn

n,
!
!
!
|

n, A4

Abb. 10: In den Zeilen der Fig. stchen die Grundgesamtheiten sowic die catsprechenden Verteilungen der

Entwicklung der Mittclwerte in Stichproben fur n=1 identisch mit der Grundgesamtheit sowie fur
einen klcineren und cinen groBeren Umfang der Daten. In den Spalten steht diese Entwicklung fur
cinen speziellen Wert von p. Unabhangig von diesem p zeigt sich: dic statistische Information ist
" richtig zentriert und wird mit groBerer Serie von Daten besser, weil die Wiederholstreuung abnimmt.

2 Die grofen Alternativen

Es gibt ginzlich unterschiedliche Ansitze, Wissen aus einer Stichprobe auf eine Grundgesamtheit
zu verallgemeinern. Die Schulen dahinter haben je ihre Anhinger, die sich gegenseitig vorwerfen,
das Problem nicht sauber zu 16sen. In diesem Abschnitt wird ein kurzer Uberblick iiber diese
Schulen gegeben, es wird auf ihre Voraussetzungen und Ziele eingegangen. Danach wird in den
einzelnen Ansitzen eine je andere Fragestellung mit einer je anderen Antwortmoglichkeit be-
handelt. SchlieBlich werden die Ansatze der Explorativen Datenanalyse und der klassische Ansatz
bzw. der Bayes-Ansatz mit dem klassischen verglichen. Es geht darum, herauszustreichen, was die
spezifischen Vor- und Nachteile der aus den Schulen folgenden Methoden sind.

a) Ein Uberblick iiber die Schulen zum statistischen Schiuff

Im folgenden werden die klassische Statistik, die Bayes-Statistik und die Exploratorische Daten-
analyse (EDA) miteinander verglichen. Den einzelnen Schulen liegt eine unterschiedliche Auf-
fassung von Wahrscheinlichkeit zugrunde. Hier soll zur Einbegleitung eine Ubersicht gegeben
werden (Abb. 11). Die klassische Schule begriindet ihre Methoden auf einen mathematischen
‘Wahrscheinlichkeitsbegriff, der rein frequentistisch gedeutet wird. Der Bayes-Ansatz ist in einer
gewissen Hinsicht umfassender, insofern als die Deutung von Wahrscheinlichkeit als relative
Hiufigkeit auf lange Sicht in ihr als Spezialfall vorkommt, geht jedoch grundsitzlich von einem
qualitativen, subjektbezogenen Wahrscheinlichkeitsbegriff aus. Eine Person hat aufgrund aller ihr
zur Verfiigung stehenden Information die Wahrscheinlichkeiten fir eine unsichere Sache zu
bemessen. Der Bayes-Ansatz wirft den klassischen Statistikern vor, da} deren Methoden irra-
tionale Liicken in der Begrindung aufweisen und in konkreten Fillen zu unsinnigen Schliissen
fihren. Die Klassiker wiederum werfen den Bayesianern vor, ihre Methoden auf einen qualitativen,
nicht-objektivierbaren Wahrscheinlichkeitsbegriff aufzubauen. Die EDA ihrerseits wirft den
Klassikern vor, von komplizierten Modellen Gebrauch zu machen, die in der Praxis einfach nicht
auf ihre Passung gepriift werden konnen; die EDA weist einen Weg “back to basics”, zu einfachen
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Modellen und Begriffen, die direkt (d.h. ohne Bezug auf einé komplizierte Theorie und kom-
plizierte Deutungen etwa des Wahrscheinlichkeitsbegriffs) verstanden werden konnen. Die
Klassiker werfen den Anhingern der EDA wiederum vor, Daten ohne Modelle und gezielte
Voriiberlegungen zu (detektivisch) nach etwaigen Mustern zu untersuchen; wenn man nur lange
genug hinsieht, wiirde man in allen Daten ein Muster sehen, eine Absicherung gegen Artefakte
etwa mit Sicherheitswahrscheinlichkeiten gibe es aber nicht.

— -
Bayes Klassisch EDA
Diskret Parametr. NP Parametrisch rein EDA CDA

Vorzeichen / Resampling VI Tests
Ringe

Abb. I1: Eine Ubersicht und Untergliederung statistischer Schulen - Parametr. = Parametrisch; VI Vertrauens-
intervalle; NP Nicht-Parametrische Verfahren; CDA confirmatory data analysis.

Statt den Grundlagenstreitigkeiten zu folgen ist man heute in den Anwendungen und bei theoreti-
schen Statistikern, die im anwendungsnahen Feld forschen zur Einsicht gelangt, dafl man aus den
verschiedensten Ansitzen das jeweils beste herausnehmen soll. Die darauf aufbauenden Methoden
haben je ihre Meriten, ihre besonderen Einsatzgebiete, wo sie einfach besser als die konkurrieren-
den Schulen sind. Mehr dazu kann man in Borovcnik (1992) bzw. (1990) nachlesen.

b) Voraussetzungen und Ziele der statistischen Schulen

Es wird eine grobe Ubersicht iiber die Unterschiede in den Schulen gegeben, dabei wird auf die
Voraussetzungen an die Daten, den Charakter der verwendeten Modelle, die Art der Analyse
sowie die Ziele der Analyse eingegangen. Insgesamt wird qualitativ geklart, daB die Methoden der
diversen Schulen andere Fragen mit anderen Antwortmoglichkeiten behandeln. Fir Details sei auf
Jie angegebene Literatur verwiesen. Die folgende Tabelle wird weiter unter etwas niher erldutert
werden.

Fur den Bayes-Ansatz ist zentral, daB alles, woriiber man unsicher ist, ecine Wahrscheinlichkeit
besitzt, die der Analyst durch “Introspektion” aus sich herauszufinden hat. Wenn er also einen
‘nbekannten Anteil p untersucht, so “hat” er dariiber eine Verteilung zu haben, z.B. eine Gleich-
serteilung, welche einer Situation mit sehr wenig Information iber den Parameter entspricht.
it er jetzt in 10 Daten 7 Fille mit dem in Frage stehenden Merkmal, 50 spitzt sich sein aktuel-
tor [nformationsstand bet 0,7 auf, ar wird 2ine neue ¥ahrscheinlichkeitsverteilung haben, die iber
fas sanze {atervall [0, 1] Wahrscheinlichkeiten hat, ;edoch in der Nahe von 0,7 sinen Giptel. Hat
o 100 Daten mit 70 Fillen, so wird seine Verteilung die gleiche Qualitit aufieisen, jedoch wird
der Gipfel bei 0,7 wesentlich stirker ausgeprigt sein. Diese Verteilung ist der jeweils aktuelle
tnformationsstand (Information wird bei Bayesianern immer durch Wahrscheinlichkeiten wiederge-
a¢ben), der die a priori-Information (hier die Gleichverteilung) und die Information aus den Daten
~usammentaBt. Das Bayes-Theorem bildet die Grundlage der Neuberechnung der Verteilungen,
Details kann man z.B. in Borovenik (1992) oder in Kleiter (1980) nachlesen.

Der lassische Statistiker dagegen kann eine a priori-Verteilung nicht angeben, weil sie keine
Priifung durch cin Experiment mit Daten zult (sie stellt eine iberwiegend qualitative Zusammen-
fassung des bisherigen Kenntnisstandes zusammen, der natiirlich auch Daten aus vergangenen
Experimenten beinhaltet). Fur den Klassiker ist der unbekannte Anteil p eine Konstante, tiber den
er indirekt aus den Daten eine Beurteilung erhilt. Entweder hat er eine Vermutung, eine Hypo-
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these Gber cinen konkreten Wert von p, dann kann er untersuehen, ob die Daten einer Zufallsstich-
probe mit diesem Vorgabe-Wert vertraglich sind, das fihrt zu cinem statistischen Test. Oder er
hat keine solche Vorgabe, dann pruft er alle Werte von p durch und prift, welche mit den Daten
vertraglich sind, das fihrt zu Vertrauensintervallen.

| Bayes ___Klassisch { EDA
Daten Zufall Zufall egal
Modell ja jein nein
Parameter Zufallsvariable Konstante allgemein
Analyse cine cine viele
Zicle Ws. [ar Parameter Beurtcilung indirekt Muster & Besonderheiten
Beispiel: Unbe- aus ciner a priori-Verteilung Test oder Vertrauens- Haufung und Lacken - Zerle-
kannter Anteil p durch Daten cine neue Ver- ntervall fur p gen der Daten und Erklaren
tetlung der Besonderheiten _il

Der EDA-Analyst hat gar keine Vorgabe hinsichtlich des Modells. Er prift etwa, ob sich zeitlich
cinige Merkwiirdigkeiten hinsichtlich des Auftretens des Merkmals crgeben, vielleicht gibt es einen
Zusammenhang mit der Ortlichkeit der Objekte? Vielleicht gibt es einen Zusammenhang des
Auftretens dieses Merkmals mit anderen Eigenschaften der Objekte, ist etwa ein geschlechtsspezi-
fisches Hiufen des Merkmals vorhanden? Diese Untersuchungen setzen keine zufilligen Daten
voraus, das Argument zur Verallgemeinerung von gefundenen Ergebnissen mul3 daher von anderer
Natur sein, ctwa die spontan im Ergebnis inneliegende Einsicht von der Substanzwissenschaft her.
Dazu ist es mindestens notwendig, die Zwischenschritte der Analyse immer mit dem Kontext, aus
dem die Daten stammen, riickzukoppeln. Die eigenartige, interaktive Analyse verwendet zwar
einfachere Methoden aus der Statistik, verlangt vom Analysten jedoch eine Menge Kenntnisse aus
der Bezugswissenschaft, auf die sich die Daten beziehen.

Wenn man qualitatives Vorwissen tber Parameter einer Verteilung fir die Daten hat, so wird man
mit Vorteil den Bayes-Ansatz verfolgen konnen und das Vorwissen geeignet einbringen. Lohn
wird etwa sein, da} man aus weniger Daten noch immer scharfe Schliisse ziehen kann. Ist dieses
Vorwissen allzu vage, oder kostet es zu viel Zeit und oder Geld, es zu quantifizieren, so werden
klassische Verfahren vielleicht passender sein. Hat man von den untersuchten Phianomenen noch
zu wenig analysiert, befindet man sich etwa in der Pilotphase eines Projekts, wo man grundsatzli-
che Richtungen der weiteren Forschung abkliren will, so werden gezielte Fragen nicht zu stellen
sein und man wird mit Vorteil sich der interaktiven Art der Analyse der EDA zuwenden, um einen
Uberblick zu bekommen. CDA, die confirmatory data analysis, wirde dann erst sich in der zweiten
Phase wieder verstarkt klassischer Verfahren bedienen. ’

Details konnen aufgrund von Platzmangel nicht hervorgekehrt werden. Die Ideen hinter dem
Bayes-Ansatz sind ausfihrlich in Borovenik (1992) dargestellt, zur EDA und zum Vergleich mit
der klassischen Statistik findet man weitere Information in Borovenik und Ossimitz (1987).

¢) EDA versus klassische Statistik

Tabellarisch und an einem Beispiel soll der Vergleich zwischen diesen beiden Schulen weiter
getihrt werden. Wesentliche Unterschiede liegen im Modellverstindnis der beiden Ansitze.
Wihrend klassische Statistik ein mathematisch-naturwissenschaftliches Modellverstindnis zur
Basis hat (oft in einem naiven Sinn der Deskription von einer real existierenden Situation), hat
EDA durch ihre merkwiirdige Interaktion zwischen den Zwischenergebnissen und dem Sachbezug
keine vollstandige Trennung zwischen Realitit und Modell vollzogen, Modell und Wirklichkeit
indern sich fortwihrend mit der Analyse. Zu diesem unterschiedlichen Modellverstindnis findet
man mehr in.Borovcnik (1996).
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i R I ¥
l: Klassisch A R L
g : ‘Daten’ - Zufall egal
Analyse » : numerisch cindeutig visuell & mehrfach
e B modellgcbunden, geplant im voraus frei und intcraktiv
Zidd Prufung von Annahumen Trennung: D =F+R
3 Realitat o getrennt von Modell Motor der Analyse

Die Gleichung D = F + R meint die Zerlegung der Daten in Fit plus Residual, in ein Muster, das
allgemein giiltig ist (und das nach klassischem Stil untersucht werden kann und soll) und die
Residuen, die Besonderheiten der Daten, die aus dem Kontext der Daten heraus interpretiert und
erklirt werden sollen. Gerade diese Residuen sind eine Quelle von Einsicht und der Motor der
Analyse nach Zwischenergebnissen. Insgesamt kann man der EDA die Rolle, Modelle zu erzeugen,
zuschreiben, und der klassischen Statistik die Rolle, Modelle zu prifen. Klar, da man dazu schon
mehr Vorwissen haben muB, um solcherart gezielte Fragen zu stellen, woraus sich cine natiirliche
Abgrenzung ergibt, wo sich die Ansitze je mit Vorteil einsetzen lassen.

Ein kleines Beispiel soll diese Trennung in Fit plus Residual illustrieren. Merkwiirdig mag anmu-
ten, daB hier der Kontext der Daten gar nicht erklart wird, wo doch weiter oben behauptet wurde,
daB sich gerade aus der Interpretation der Zwischenergebnisse vom Kontext her die weiteren
Schritte der Analyse ergeben sollen. Hier soll lediglich demonstriert werden, wie die Methode der
EDA die Residuen technisch vergroBert, damit eine solche Interpretation tiberhaupt erst ansetzen
kann, weil nun die Residuen durch die Darstellungstechnik erst augenfillig geworden sind.

Die folgende Verteilung zeigt potentielle Ausreifier nach oben. Die Differenzen vom Mittelwert,
ie |x - x |, sind fir die merkwiirdigen oberen Punkte nicht allzu groB. Erstens wird der Mittel-

wert gerade durch diese merkwiirdigen Punkte mit nach oben gezogen. Zweitens werden dadurch
fiir ansonsten normale untere Punkte die Abweichungen vom Mittelwert groBer. Insgesamt ergibt
sich, daB sich die Abweichungen fiir diese oberen Ausreiflerkandidaten nicht allzu groB darstellen.
Durch den Median und die Bildung der Differenzen der Einzeldaten zum Median, i.e. |x, - X|,

werden die Residuen vergroBert. Erstens reagiert der Median gar nicht auf die merkwiirdigen
Punkte. Zweitens sind die Residuen der unteren Punkte nicht durch ein alifilliges Hochziehen des
Bezugspunktes (des Fits) schon vergrofert. Insgesamt ergibt sich, dafl der Median die Residuen
wie durch eine Lupe vergroBert. Daran kann sich dann die sachliche Interpretation des durch die
Darstellung geschickt vergroBerten Residuums anschlieBen. In der EDA werden also Modelle und
Begriffe besonders wichtig, die erlauben, den Fit so zusammenzufassen, daB er iberhaupt nicht auf
potentiell merkwiirdige Punkte reagiert. Die Residuen zu diesem Modell sind dann automatisch
augenfilliger. Neben diesem technischen Punkt der Darstellung ist dann aber die sachgemife
Autkliarung des einmal getundenen Residuums die Hauptaufgabe der EDA.

|

X

*X§ ——

Abb. 12: Datcn mit merkwirdigen Punkten nach oben - der Median fafit das Gewohnliche in den Daten
zusammen, ohne von diesen Punkten beeinflufit zu werden. Ganz anders der hingegen Mittelwert.
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d) Bayes versus klassische Statistik

Tabellarisch und an einem Beispiel soll der Vergleich zwischen klassischer Statistik und dem
Bayes-Ansatz weitergefiihrt werden. Ein wesentlicher Unterschied liegt darin, daB3 der Bayesianer
qualitative Information in sein Modell integriert. Er macht damit von nicht objektivierbarer
Informatica Gebrauch, weil seine Wahrscheinlichkeitsangaben nicht durch ein Zufallsexperiment
iberprift werden kénnen. Der Einwurf gilt allerdings nicht ganz, denn der klassische Statistiker
macht in seinen Modellen zwar theoretisch von Wahrscheinlichkeit lediglich als relativer Haufigkeit
Gebrauch, er verwendet jedoch so komplexe Modelle, deren Passung auf eine spezielle Situation
ganz einfach nicht, jedenfalls nicht in einem objektivierbaren Sinn, Gberpriift werden kann.

| L Klassische Statistik B Bayes-Statistik
Analyse numerisch numerisch
Daten zufallig zufillig
Ziel indirekic Prufung von Hypothe- | Bewertung von Hypothesen durch Wahrschein-
scn lichkeiten
Realit:it getrennt vom Modell in der a priori-Bewertung starke Vernctzung
zum Modell in der Person des Analysten

An einem Beispiel aus dem Kontext der medizinischen Diagnose soll verdeutlicht werden, wie der
klassische Statistiker indirekte Aussagen iiber Hypothesen anstrebt und wie der Bayesianer seine
Information a priori durch Wahrscheinlichkeiten ausdriickt und die Daten zu einer neuen Wahr-
scheinlichkeitsbewertung der Hypothesen heranzieht. Das Beispiel ist viel einfacher als das schon
angesprochene Beispiel mit dem unbekannten Anteil p eines Merkmals in einer Grundgesamtheit,
weil es von diskreten (insbesondere von zwei) Zustanden ausgeht.

Der Einfachheit halber sei angenommen, bei der Diagnose ginge es lediglich darum, zu prifen, ob
eine Person Virus V hat oder nicht. Uber die Zustinde V undV hat man die (subjektiven) Wahr-
scheinlichkeiten 0,005 bzw. 0,995 - diese Werte konnten etwa der frequentistischen Privalenz von
Virustragern in der gesamten Bevolkerung entsprechen. Abb. 13 gibt Auskunft Gber die Sicherhei-
ten der Diagnose, etwa wird ein Virustrdger mit Wahrscheinlichkeit 0,99 als solcher erkannt. Mit
Hilfe der Bayes-Formel berechnet man nun “neue” Wahrscheinlichkeiten fur Virustrager, wenn die
untersuchte Person einen positiven Befund hatte.

Die direkte Wahrscheinlichkeitsaussage flir Virustriager nach positivem Befund bedarf der Wahr-
scheinlichkeit, Virustriger zu sein vor allen Befunden, also a priori, i.e. W(V). Kann man diese
Wahrscheinlichkeit nicht spezifizieren, so kann man das Ergebnis der Bayes-Formel nicht iiberneh-
men. Es bleibt dann von klassischer Sicht nur ein statistischer Test Gber, etwa als Test von

H: v gegen H .V mit o«=0=0,01

Abb. 13: Schematische Darstellung der Pravalenzen von Virustrigern und den Sicherheiten und Fehlerwahr-
seheinlichkeiten der Diagnosen.




- 14 -

Fiir Schwierigkeiten, die sich aus dem Bayes-Ansatz ergeben, etwa weil der behandelnde Arzt eine
andere a priori-Wahrscheinlichkeit hat als der Patient und daher noch unangenehme und geféhr-
liche Untersuchungen anschlieBen muB, wihrend der Patient schon lingst Klarheit hat, sowie fiir
Schwierigkeiten mit der Interpretation des klassischen Tests sei auf Borovenik (1992) verwiesen.
Zusammenfassend kann man sagen, daB die sehr wichtige Frage nach der Wahrscheinlichkeit einer
Fehldiagnose (der Patient ist positiv, aber dennoch virusfrei, z.B.) im Rahmen der klassischen
Statistik nicht behandelt werden kann. Die sogenannten Irrtumswahrscheinlichkeiten a und [3
beziehen sich cigentlich auf die Untersuchungsprozedur und schlieBen den Patienten als einen
(gleichwertigen) Fall von vielen ein und ergeben von daher auch recht magere Antworten den
Patienten betreffend. Auch hierzu sei auf die angegebene Literatur verwiesen.

Der Disput zwischen klassischen Statistikern und Bayesianern kann so charakterisiert werden: Der
Bayesianer verwendet auch qualitative Information und kann damit wichtige Fragen, die im
klassischen Rahmen nicht behandelt werden kdnnen, beantworten.

3 Nichtparametrische Statistik

In diesem Abschnitt werden nicht-parametrische Methoden behandelt. Sie dienen zur Befreiung
von Annahmen, die den klassischen Modellen zugrunde liegen und die oft nicht erfiillt sind oder
deren Zutretfen gar nicht Giberpriift werden kann. Die Unterschiede zu klassischen Verfahren
werden herausgestrichen, typische Methoden werden kurz dargestellt. Der Verlust an urspriinglich
in den Daten vorhandene Information durch Ubergang zu Vorzeichen oder Ringen ist dem
Gewinn durch geringere Voraussetzungen gegeniiberzustellen. Neuerdings bieten Resampling-
Methoden einen verninftigen Kompromif.

a) Nicht-parametrische versus parametrische Verfahren

Tabellarisch soll ein kurzer AbriB iiber die unterschiedlichen Voraussetzungen und Ziele der beiden
Ansitze gegeben werden. [llustrierende Beispiele folgen dann im nichsten Abschnitt.

Vorteil des nicht-parametrischen Ansatzes (NP) ist, das Modell braucht nicht spezifiziert zu
werden, es braucht daher auch nicht gepriift zu werden, ob z.B. Normalverteilung fiir das unter-
suchte Merkmal zutrifft (wenn man dies als Modell gewihlit hat) oder nicht. Die Ergebnisse passen
daher auch, wenn die dem Modell zugrunde liegenden Annahmen nicht erfiillt sind. Die Methoden
konnen auch dann angewendet werden, wenn das MeBniveau lediglich ordinal ist, d.h. die Daten
konnen nur angeordnet werden, ihre Differenzen haben aber sachlich keine Interpretation. Dies ist
etwa, ernst genommen bei Schulnoten der Fall, dies tritt aber héufig ein, wenn Daten nur durch
Vergleich gewonnen werden, wenn also eine Rangfolge bestimmt wird. Diesen Vorteilen von
weniger Input steht auch der Nachteil von weniger Output gegeniiber. Die Fragen, die gestellt
werden konnen, sind weniger prizise, man kann z.B. nicht nach der Grofle von Unterschieden
zwischen zwei zu vergleichenden Gruppen fragen, die Analyse muf sich lediglich darauf zuriick-
ziehen, ob man statistisch nachweisen kann, daB Unterschiede bestehen.

NP | Darametrischi
é * Daten - B rufillig 7ufdllig

E Modell S beliebig bestimmte Familie von Verteilungen, ctwa Normalvert.
% L C Metrik ordinal .intervallskaliert

g I ’Ziél w allgemein auf Parameter fixicrt

b) Nicht-parametrische Methoden

. Vorzeichen-Test
Das folgende Beispiel ist aus Lorenz (1988), wo man Details findet, hier sei aus Platzgriinden der
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Kontext und die Methode nur angedeutet. In einem chemotaktischen Versuch werden Kifer durch
ein Gangsystem mit einer Verzweigung geschickt. In einem Seitenzweig befindet sich eine duften-
de chemische Substanz. Die Frage ist, ob der Kifer sich an der Verzweigung ohne besonderen
Grund (d.h. zufillig) “entscheidet”, welchen Zweig er geht, oder ob der eine Priferenz fir einen
der beiden Ginge hat. Damit man “confounder” ausschaltet, muB3 man die Substanz durch Zufall
in cinem der beiden Ginge placieren. Es konnte sich sonst ein Lerneffekt ergeben, oder der Kifer
geht mit groBerer Wahrscheinlichkeit nach rechts oder ... Zu testen ist also

Hg: Keine Seitenstetigkeit = p=0,5 gegen H,: Seitenstetigkeit vorhanden = p #0,5

Der datenerzeugende Prozefl wird so modelliert: X;= 1 (+) mit Wahrscheinlichkeit p bzw. 0 (-) mit
1-p. Die Summe der Daten X = X, + X, + ... + X hat dann eine Binomialverteilung mit n und p als
Parameter, falls das Experiment ordentlich durchgefiihrt wird und damit die moglichen Confounder
ausgeschaltet werden. Praktisch ist das sehr einfach und erfordert kaum Voraussetzungen. Uber
den Parameter der Binonualverteilung kann man dann gewohnliche statistische Tests durchfiihren,

. Rénge

Das folgende Beispiel ist ebenfalls aus Lorenz. Es geht um einen Mastversuch von Kilbern und um
die Untersuchung der mittleren tiglichen Gewichtszunahme (in kg) bei unterschiedlicher Futte-
rung, insbesondere bei Futterung mit Trockenmagermilch (TMM) bzw. frischer Magermilch
(FMM) nach einem bestimmten Zeitraum, die Daten sind.;

x TMM: 970, 1010, 1150, 1050, 1280, 1030; y FMM: 1000, 870, 970, 1020, 1130

Statt jetzt wie im parametrischen Verfahren die Differenzen der Mittelwerte geeignet zu normier-
ten und den t-Test fir unverbundene Stichproben durchzufiihren (der auf die Normalverteilung
und die gleichen Varianzen in beiden Fiitterungsgruppen zuriickgreifen muf), kann man auch die
Daten der kombinierten Stichprobe der GroBe nach anordnen und in dieser Folge den Daten Ringe
zuordnen. Daraus ergibt sich fiir die x-Daten wie fur die y-Daten eine Rangsumme R, bzw. R,. Ein
Unterschied in den beiden Erwartungswerten p, und j wird sich in den Rangen bemerkbar
machen. Ist der Erwartungswert bei TMM sehr viel kleiner als bei FMM, so werden die Rénge fur
die x-Daten sehr klein ausfallen. Zu testenist Hy: p, = p gegen  H;: p, # p . Unter

der Nullhypothese, daf3 keine Unterschiede in den beiden Erwartungswerten bestehen (und der
zusitzlichen Oberhypothese, daBl die Varianzen gleich sind), werden alle Zuordnungen aus der
kombinierten Rangfolge zu den x- bzw. y-Daten gleich wahrscheinlich. Man kann daher diese
gleichwahrscheinlichen Fille der GroBe der Rangsumme R, nach anordnen und die z.B. 2,5%
kleinsten und 2.5% grofBten Rangsummen zum Extrembereich zusammenfassen; Daten aus diesem
Bereich gelten dann (auf dem 5%-Niveau) als nicht vertriglich mit der Nullhypothese und fiihren
zu deren Ablehnung.

Bei der Suche nach den kleinsten und groften x-Rangsummen hilft die Kombinatorik. Die Ergeb-
nisse sind in ausfiihrlichen Tabellen zum sogenannten Wilcoxon- bzw. Mann-Whitney-Test etwa
in Lorenz (1988) enthalten. Der Wilcoxon-Test bedarf wie der t-Test auch der gleichen Varianzen,
well bei Verletzung dieser Voraussetzung die Auswirkung auf die Rangsummen nicht mehr erfa3t
werden kann. Der Test hat ferner den Nachteil, daf3 durch die Reduktion des MeBniveaus auf
Riinge manchmal ganz kleine und ganz grofle Differenzen einander gleich gemacht werden. Er hat
aber den Vorteil, von der Normalverteilung, hier fiir die Gewichtszunahme der Tiere, absehen zu
konnen. Dies konnte man bei 5 oder 6 Daten ohnehin nicht Gberpriifen.

’ Resampling-Methoden

Das Beispiel mit dem Mastversuch soll nun wie folgt analysiert werden: In der kombinierten
Stichprobe werden jetzt nicht die Ringe sondern die Summe der Originaldaten bestimmt. Unter
der Nullhypothese haben wieder alle moglichen Zuordnungen aus der kombinierten Stichprobe zu
den x- bzw: y-Daten dieselbe Wahrscheinlichkeit, Es geht also um die Suche nach den z.B. 2,5%
kieinsten und_2.5% groften moglichen x-Summen. Dabei hilft keine Kombinatorik mehr, da ja
nicht Ridnge und damit fortlaufende Zahlen von 1 bis n, +n, vorhanden sind, sondern eben die
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Originaldaten. Man kann jedoch die Verteilung aller moglichen x-Summen durch Simulation
approximativ bestimmen, man nimmt also eine Stichprobe von n, Daten aus allen und bestimmt
ihre Summe; man “resamplet” die vorhandene Stichprobe, daher der Name.

Die Vorteile der Resampling-Methode liegen auf der Hand. Man benotigt kaum Voraussetzungen
fiir das Verfahren. Es ist begrifflich sehr einfach, man benotigt keine speziellen Verteilungen, die
Normalverteilung wird eigentlich uberflissig, die eigentliche Losung wird auf dem Computer
durch Simulation herbeigefiihrt. An Nachteilen ergeben sich: Der Verlust an Information, noch
immer; manche Probleme werden so nicht lésbar, insbesondere macht auch hier die Voraussetzung
ungleicher Varianzen cine Schwierigkeit (man beachte, daf3 der t-Test fiir diesen Fall durch die
sogenannte Welch-Korrektur der Freiheitsgrade adaptiert werden kann, siche z. B. Lorenz, 1988),
die Losung erfordert den Computer und wird rechenintensiv und zeitaufwendig, wenn die Zahl der
Daten steigt; der Verlust an Theorienotwendigkeit iiBt sich in seinen Auswirkungen noch gar nicht
abschitzen. Fir weitere Beispiele und cine Erlauterung der Methode sowie deren Auswirkungen
auf die Statistik siche Borovcnik (1994). Die Resampling-Methoden sind didaktisch reizvoll -
manches ist nicht (noch nicht) méglich.

4 Zusammenfassung

Die Diskussion der verschiedenen Ansitze und deren Vor- und Nachteile zeigt:

Es gibt viele Wege, Informationen von Stichproben zu verallgemeinern

Die Wege fiihren zu unterschiedlichen Zielen

Die Begriffsvielfalt 140t die einzelnen Ansitze und deren Methoden viel besser verstehen
Anwendungen dringen auf einen pluralistischen Ansatz

Software zur Unterstiitzung ist nicht so einfach wie nétig

Fiir die Planung eines zukiinftigen Curriculums kann der Autor folgende Empfehlung abgeben:

» Etwas Bayes, vor allem im diskreten Fall der medizinischen Diagnose

® Dann Nicht-parametrische Methoden - viel davon

? SchlieBlich klassische statistische Methoden - wie die Zeit vorhanden ist
] EDA ist interessant, jedoch soll der Umfang nicht ubertrieben werden

Der Hintergrund zu den hier entwickelten Ideen ist vor allem in Borovcnik (1992), die Kon-
kretisierung ist teilweise, insbesondere was die Anbindung an einige Bayes-Gedanken betrifft, in
Laub e.a. (1988) enthalten. Durch die neueren Entwicklungen, insbesondere der Resampling-
Methoden sind “mathematikfreiere” Ansitze zur statistischen Beurteilung in die Nihe gerickt.
Nicht aufgehoben dadurch ist die indirekte Denkweise der Statistik, wonach man Daten aus der
Sicht von mehreren moglichen Modellen bzw. Szenarien her beurteilt und cine Passung oder
Ablehnung dieser Szenarien nach Wahrscheinlichkeiten vornimmt.
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